
❙✉♣♣❧❡♠❡♥t t♦

✑■♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿

❆ ❋r❡❡✲▲✉♥❝❤ ❇♦♦tstr❛♣✑

❏❡❛♥✲❏❛❝q✉❡s ❋♦r♥❡r♦♥∗ ❙❡r❡♥❛ ◆❣†

❆♣r✐❧ ✸✵✱ ✷✵✷✵

❚❤✐s ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❇ ❛♥❞ ❈ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳

∗❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❇♦st♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✼✵ ❇❛② ❙t❛t❡ ❘❞✱ ▼❆ ✵✷✷✶✺ ❊♠❛✐❧✿ ❥❥♠❢❅❜✉✳❡❞✉
†❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❈♦❧✉♠❜✐❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ◆❇❊❘✱ ✹✷✵ ❲✳ ✶✶✽ ❙t✳ ▼❈ ✸✸✵✽✱ ◆❡✇

❨♦r❦✱ ◆❨ ✶✵✵✷✼ ❊♠❛✐❧✿ s❡r❡♥❛✳♥❣❅❝♦❧✉♠❜✐❛✳❡❞✉



❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ r◆❘ ✐♥ ❘

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ r♥r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧✲❞❛t❛ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

❝♦♠♠❡♥t❡❞ r ❝♦❞❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t❡s ❛ ♣r♦❜✐t ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ▼r♦③ ✭✶✾✽✼✮ ❞❛t❛✳

s❡t✳s❡❡❞ ✭✶✷✸✮ ★ s❡t t❤❡ s❡❡❞

❧✐❜r❛r②✭♥✉♠❉❡r✐✈✮ ★ ❝♦♠♣✉t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐❡s ✉s✐♥❣ ❢✐♥✐t❡ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡s ✱

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✿ ❧✐❜r❛r②✭♣r❛❝♠❛✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢❛st❡r

❧✐❜r❛r②✭❢♦r❡✐❣♥✮ ★ t♦ ❧♦❛❞ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ ❙t❛t❛ ❞t❛ ❢♦r♠❛t

❞❛t❛ ❂ r❡❛❞✳❞t❛✭✬♠r♦③✳❞t❛✬✮ ★ r❡❛❞ t❤❡ ♠r♦③ ❞❛t❛

② ❂ ❞❛t❛✩✐♥❧❢ ★ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❳ ❂ ❝❜✐♥❞✭❞❛t❛✩♥✇✐❢❡✐♥❝ ✱❞❛t❛✩❡❞✉❝ ✱❞❛t❛✩❡①♣❡r ✱ ★ r❡❣r❡ss♦rs

❞❛t❛✩❡①♣❡r❫✷✱❞❛t❛✩❛❣❡ ✱❞❛t❛✩❦✐❞s❧t✻ ✱❞❛t❛✩❦✐❞s❣❡✻ ✱✶✮

❝♦❧♥❛♠❡s✭❳✮ ❂ ❝✭✬♥✇✐❢❡✐♥❝ ✬✱✬❡❞✉❝✬✱✬❡①♣❡r ✬✱✬❡①♣❡r✷ ✬✱ ★ ❧❛❜❡❧s

✬❛❣❡✬✱✬❦✐❞s❧t✻ ✬✱✬❦✐❞s❣❡✻ ✬✱✬❝♦♥st❛♥t ✬✮

♥ ❂ ✼✺✸ ★ s❛♠♣❧❡ s✐③❡

✐♥❞❡①✵ ❂ ✶✿♥ ★ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛

❧♦❣❧✐❦ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭❝♦❡❢ ✱✐♥❞❡①❂✐♥❞❡①✵✮ ④

★ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦❣ ✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ Pr♦❜✐t ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✐♥❞❡① ✭❞❡❢❛✉❧t ✶✿♥✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❛♠♣❧❡✮

❛t t❤❡t❛ ❂ ❝♦❡❢

s❝♦r❡ ❂ ❳❬✐♥❞❡① ✱❪✪✯✪❝♦❡❢ ★ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ③✲s❝♦r❡s

❧❧ ❂ ②❬✐♥❞❡①❪✯❧♦❣✭ ♣♥♦r♠✭s❝♦r❡✮ ✮ ✰

✭✶✲②❬✐♥❞❡①❪✮✯❧♦❣✭ ✶✲♣♥♦r♠✭s❝♦r❡✮ ✮

r❡t✉r♥✭ s✉♠✭ ❧❧ ✮ ✮

⑥

❞❴❧♦❣❧✐❦ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭❝♦❡❢ ✱✐♥❞❡①❂✐♥❞❡①✵✮ ④

★ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ Pr♦❜✐t ♠♦❞❡❧ ♦♥

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✐♥❞❡① ✭❞❡❢❛✉❧t ✶✿♥✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

s❛♠♣❧❡✮ ❛t t❤❡t❛ ❂ ❝♦❡❢

★ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ✱ ✐t ❝♦✉❧❞

❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❢✐♥✐t❡ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

★ ❞❴❧♦❣❧✐❦ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭❝♦❡❢ ✱✐♥❞❡①❂✐♥❞❡①✵✮ ④ r❡t✉r♥✭❥❛❝♦❜✐❛♥✭❧♦❣❧✐❦ ✱

❝♦❡❢ ✱✐♥❞❡①❂✐♥❞❡①✮✮ ⑥

②② ❂ ②❬✐♥❞❡①❪ ★ ❦❡❡♣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✐♥❞❡①

❳❳ ❂ ❳❬✐♥❞❡① ✱❪ ★ ❦❡❡♣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✐♥❞❡①

s❝♦r❡ ❂ ❳❳✪✯✪❝♦❡❢ ★ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ③✲s❝♦r❡

❞❧❧ ❂ ✵ ★ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

❢♦r ✭✐ ✐♥ ✶✿ ❧❡♥❣t❤✭✐♥❞❡①✮✮ ④

❞❧❧ ❂ ❞❧❧ ✰

✭②②❬✐❪✯❳❳❬✐✱❪✯❞♥♦r♠✭s❝♦r❡❬✐❪✮✴♣♥♦r♠✭s❝♦r❡❬✐❪✮ ✲

❇✲✶



✭✶✲②②❬✐❪✮✯❳❳❬✐✱❪✯❞♥♦r♠✭s❝♦r❡❬✐❪✮✴✭✶✲♣♥♦r♠✭s❝♦r❡❬✐❪✮✮✮

⑥

r❡t✉r♥✭❞❧❧✮

⑥

r◆❘ ❁✲ ❢✉♥❝t✐♦♥✭❝♦❡❢✵ ✱ ❧❡❛r♥ ❂ ✵✳✶✱ ✐t❡r ❂ ✺✵✵✱ ♠ ❂ ♥✮ ④

★ ❣❡♥❡r❛t❡ ✬❇ ❂ ✐t❡r ✬ r◆❘ ❞r❛✇s ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✬❣❛♠♠❛ ❂ ❧❡❛r♥ ✬

✇✐t❤ ♠ ♦✉t ♦❢ ♥ r❡s❛♠♣❧✐♥❣

❝♦❡❢s ❂ ♠❛tr✐①✭◆❆ ✱✐t❡r ✱❧❡♥❣t❤✭①✵✮✮ ★ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ❞r❛✇s ✇✐❧❧ ❜❡

st♦r❡❞

❝♦❡❢s ❬✶✱❪ ❂ ❝♦❡❢✵ ★ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❢✐rst ✲❞r❛✇

❢♦r ✭✐ ✐♥ ✷✿✐t❡r✮ ④

✐♥❞❡① ❂ s❛♠♣❧❡ ✭✶✿♥✱♠✱r❡♣❧❛❝❡❂❚❘❯❊✮ ★ s❛♠♣❧❡ ♠ ♦✉t ♦❢ ♥

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t

● ❂ ❞❴❧♦❣❧✐❦✭❝♦❡❢s❬✐✲✶✱❪✱✐♥❞❡①❂✐♥❞❡①✮ ★ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s❛♠♣❧❡❞

❣r❛❞✐❡♥t ● ✉s✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✉s✐♥❣

❢✐♥✐t❡ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡s✿

★ ● ❂ ❥❛❝♦❜✐❛♥✭❧♦❣❧✐❦ ✱❝♦❡❢s❬✐✲✶✱❪✱✐♥❞❡①❂✐♥❞❡①✮

❍ ❂ ❤❡ss✐❛♥✭❧♦❣❧✐❦ ✱❝♦❡❢s❬✐✲✶✱❪✱✐♥❞❡①❂✐♥❞❡①✮ ★ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

r❡s❛♠♣❧❡❞ ❤❡ss✐❛♥ ❍ ✉s✐♥❣ ❢✐♥✐t❡ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡s❀ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❥❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❴❧♦❣❧✐❦

❝♦❡❢s❬✐✱❪ ❂ ❝♦❡❢s❬✐✲✶✱❪ ✲ ❧❡❛r♥✯s♦❧✈❡✭❍✱●✮ ★ ✉♣❞❛t❡

⑥

❝♦❧♥❛♠❡s✭❝♦❡❢s✮ ❂ ❝♦❧♥❛♠❡s✭❳✮ ★ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

r❡t✉r♥✭ ❧✐st✭❝♦❡❢s ❂ ❝♦❡❢s✮ ✮ ★ r❡t✉r♥ ❞r❛✇s

⑥

★ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✭s♦✉r❝❡✿ ■♥tr♦❞✉❝t♦r② ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✱ ❆

▼♦❞❡r♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✷♥❞ ❊❞✐t✐♦♥ ✱ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✮

❝♦❡❢ ❂ ❝✭ ✲✵✳✵✶✷ ✱✵✳✶✸✶ ✱✵✳✶✷✸ ✱ ✲✵✳✵✵✶✾ ✱ ✲✵✳✵✺✸ ✱ ✲✵✳✽✻✽ ✱✵✳✵✸✻ ✱✵✳✷✼✵✮

s❡s ❂ ❝✭ ✵✳✵✵✺ ✱✵✳✵✷✺ ✱✵✳✵✶✾ ✱ ✵✳✵✵✵✻ ✱ ✵✳✵✵✽ ✱ ✵✳✶✶✾ ✱✵✳✵✹✸ ✱✵✳✺✵✾✮

✐t❡r❴r◆❘ ❂ ✷❡✸ ★ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r◆❘ ❞r❛✇s

❧❡❛r♥ ❂ ✵✳✸ ★ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡

❝♦❡❢✵ ❂ ❝♦❡❢✯✸✳✷✺ ★ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡

♠✶ ❂ ✼✺✸ ★ ♠ ❂ ♥

♠✷ ❂ ✷✵✵ ★ ♠ ❂ ✷✵✵

♠✸ ❂ ✶✵✵ ★ ♠ ❂ ✶✵✵

★ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ❣❡t ✈❛❧✐❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs

❛❞❥❴r♥r✶ ❂ sqrt✭♠✶✴♥✮✯sqrt✭ ✭✶✲✭✶✲❧❡❛r♥✮❫✷✮✴❧❡❛r♥❫✷ ✮

❛❞❥❴r♥r✷ ❂ sqrt✭♠✷✴♥✮✯sqrt✭ ✭✶✲✭✶✲❧❡❛r♥✮❫✷✮✴❧❡❛r♥❫✷ ✮

❛❞❥❴r♥r✸ ❂ sqrt✭♠✸✴♥✮✯sqrt✭ ✭✶✲✭✶✲❧❡❛r♥✮❫✷✮✴❧❡❛r♥❫✷ ✮

❜✶ ❂ ✶ ✰ r♦✉♥❞✭❧♦❣ ✭✵✳✵✶✮✴❧♦❣✭✶✲❧❡❛r♥✮✮ ★ ❜✉r♥ ✲✐♥ s❛♠♣❧❡ s✐③❡

★ ❣❡♥❡r❛t❡ r◆❘ ❞r❛✇s

❇✲✷



♦✉t❴r◆❘✶ ❂ r◆❘✭❝♦❡❢✵ ✱❧❡❛r♥ ✱❜✶ ✰ ✐t❡r❴r◆❘ ✱ ♠✶✮

♦✉t❴r◆❘✷ ❂ r◆❘✭❝♦❡❢✵ ✱❧❡❛r♥ ✱❜✶ ✰ ✐t❡r❴r◆❘ ✱ ♠✷✮

♦✉t❴r◆❘✸ ❂ r◆❘✭❝♦❡❢✵ ✱❧❡❛r♥ ✱❜✶ ✰ ✐t❡r❴r◆❘ ✱ ♠✸✮

★ ❢♦r♠❛t ♦✉t♣✉t

❡st✐♠❛t❡s ❂

r❜✐♥❞✭ ♣❛r❛♠s ✱

❛♣♣❧②✭♦✉t❴r◆❘✶✩❝♦❡❢❬❜✶✿✭✐t❡r❴r◆❘✰❜✶✮ ✱❪✱✷✱♠❡❛♥✮✱

❛♣♣❧②✭♦✉t❴r◆❘✷✩❝♦❡❢❬❜✶✿✭✐t❡r❴r◆❘✰❜✶✮ ✱❪✱✷✱♠❡❛♥✮✱

❛♣♣❧②✭♦✉t❴r◆❘✸✩❝♦❡❢❬❜✶✿✭✐t❡r❴r◆❘✰❜✶✮ ✱❪✱✷✱♠❡❛♥✮✮

st❞❴❡rrs ❂

r❜✐♥❞✭ s❡s ✱

❛♣♣❧②✭♦✉t❴r◆❘✶✩❝♦❡❢❬❜✶✿✭✐t❡r❴r◆❘✰❜✶✮ ✱❪✱✷✱s❞✮✯❛❞❥❴r♥r✶ ✱

❛♣♣❧②✭♦✉t❴r◆❘✷✩❝♦❡❢❬❜✶✿✭✐t❡r❴r◆❘✰❜✶✮ ✱❪✱✷✱s❞✮✯❛❞❥❴r♥r✷ ✱

❛♣♣❧②✭♦✉t❴r◆❘✸✩❝♦❡❢❬❜✶✿✭✐t❡r❴r◆❘✰❜✶✮ ✱❪✱✷✱s❞✮✯❛❞❥❴r♥r✸✮

❡st✐♠❛t❡s ❂ ❛s✳❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❡st✐♠❛t❡s✮

❝♦❧♥❛♠❡s✭❡st✐♠❛t❡s✮ ❂ ❝♦❧♥❛♠❡s✭❳✮

r♦✇♥❛♠❡s✭❡st✐♠❛t❡s✮ ❂ ❝✭✬▼▲❊✬✱✬r◆❘♥✬✱✬r◆❘✷✵✵ ✬✱✬r◆❘✶✵✵ ✬✮

st❞❴❡rrs ❂ ❛s✳❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭st❞❴❡rrs✮

❝♦❧♥❛♠❡s✭st❞❴❡rrs✮ ❂ ❝♦❧♥❛♠❡s✭❳✮

r♦✇♥❛♠❡s✭st❞❴❡rrs✮ ❂ ❝✭✬❛s❡✬✱✬r◆❘♥✬✱✬r◆❘✷✵✵ ✬✱✬r◆❘✶✵✵ ✬✮

★ ♣r✐♥t r❡s✉❧ts

♣r✐♥t✭r♦✉♥❞✭ ❝❜✐♥❞✭ t✭❡st✐♠❛t❡s✮✱ t✭st❞❴❡rrs✮ ✮✱ ❞✐❣✐ts ❂ ✸ ✮✮

★ ♦✉t♣✉t ♣r✐♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

★ ▼▲❊ r◆❘♥ r◆❘✷✵✵ r◆❘✶✵✵ ❛s❡ r◆❘♥ r◆❘✷✵✵ r◆❘✶✵✵

★♥✇✐❢❡✐♥❝ ✲✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✶✸ ✲✵✳✵✶✹ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺

★❡❞✉❝ ✵✳✶✸✶ ✵✳✶✸✷ ✵✳✶✸✻ ✵✳✶✹✵ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✷✽

★❡①♣❡r ✵✳✶✷✸ ✵✳✶✷✸ ✵✳✶✷✸ ✵✳✶✷✺ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✷✵ ✵✳✵✷✶

★❡①♣❡r✷ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶

★❛❣❡ ✲✵✳✵✺✸ ✲✵✳✵✺✸ ✲✵✳✵✺✹ ✲✵✳✵✺✺ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✵✾

★❦✐❞s❧t✻ ✲✵✳✽✻✽ ✲✵✳✽✼✷ ✲✵✳✽✾✺ ✲✵✳✾✶✼ ✵✳✶✶✾ ✵✳✶✷✶ ✵✳✶✷✶ ✵✳✶✷✻

★❦✐❞s❣❡✻ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✹✼ ✵✳✵✹✾

★❝♦♥st❛♥t ✵✳✷✼✵ ✵✳✷✼✷ ✵✳✷✽✷ ✵✳✷✼✻ ✵✳✺✵✾ ✵✳✺✵✻ ✵✳✺✵✺ ✵✳✺✸✺

❇✲✸



❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❈✳✶ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❊①❛♠♣❧❡s

❊①❛♠♣❧❡ ✷✿ ▼❆✭✶✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s yt = µ + et + ψet−1 ✇❤❡r❡ et ∼ N (0, 1)

✐✐❞✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ θ = (µ, ψ)✱ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s et(θ) = yt − µ− ψet−1(θ)

✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ e0 = 0✳ ❚❤❡ ♥❧❧s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡♥ Qn(θ) =
∑n

t=1 et(θ)
2✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

♦❢ Qn ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❥❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ xt(θ) = µ+ ψet−1(θ) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∇xt(θ) =

(

1

ψ
det−1(θ)
dψ

+ et−1(θ).

)

, ∇2xt(θ) =

(

0 0

0 det−1(θ)
dψ

)

.

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ Qn ✐s Gn(θ) = 2
∑n

t=1 et(θ̂n)∇xt(θ̂n) = 0✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s Hn(θ) =

2
∑n

t=1[et(θ̂n)∇
2xt(θ̂n)+∇xt(θ̂n)∇

′xt(θ̂n)]✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥

✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧Gn, Hn✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡q✉❛❧✐t②✳

❋♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜♦♦tstr❛♣✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❣✐♥❡❞ ❢♦r ❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡

♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙t♦✛❡r ❛♥❞ ❲❛❧❧ ✭✷✵✵✹✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❡st✐♠❛t❡ θ̂n✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

✜❧t❡r❡❞ et(θ̂n)✳ ❚❤❡ r❡s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛ ✐s t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s y(b)t = µ̂n + e
(b)
t (θ̂n) + ψ̂ne

(b)
t−1(θ̂n)

✇❤❡r❡ e(b)t (θ̂n) ❛r❡ ✐✐❞ ❞r❛✇s ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ {êt(θ̂n)}t=1,...,n✳ ❚❤❡ r❡s❛♠♣❧❡❞

♥❧❧s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ Q(b)
n (θ) ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡

✐s ✈❡r② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ✉s✐♥❣ ❘❝♣♣ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② r✳

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞♠❦✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❡st✐♠❛t❡ θ̂n✱ ✜❧t❡r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s et(θ̂n) ❛♥❞ t❤❡✐r

❞❡r✐✈❛t❡s✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥❞✐❝❡s t1,b, . . . , tn,b ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ {1, . . . , n} ❢♦r ❡❛❝❤ b ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s❛♠♣❧❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❍❡ss✐❛♥ ❛s G(b)
n = 2

∑n

j=1 etj,b(θ̂n)∇xtj,b(θ̂n) ❛♥❞ H
(b)
n =

2
∑n

j=1[etj,b(θ̂n)∇
2xtj,b(θ̂n)+∇xtj,b(θ̂n)∇

′xtj,b(θ̂n)]✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞r❛✇s ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♥r

✐t❡r❛t✐♦♥ θ(b)❞♠❦ = θ̂n − [H
(b)
n (θ̂n)]

−1G
(b)
n (θ̂n)✳

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t r♥r ✇✐t❤ m ≤ n✱ s❛♠♣❧❡ ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ m ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s (y
(b)
1 , . . . , y

(b)
m ) =

(yt, yt+1, . . . , yt+m) ✇✐t❤ 1 ≤ t ≤ n−m+1 ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s e(b)t (θb−1) = y
(b)
t −

µb−1−ψb−1e
(b)
t−1(θb−1) ❢♦r t = 1, . . . ,m ✇❤❡r❡ (µb−1, ψb−1) = θb−1 ✐s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♥r ❞r❛✇✳ ❆s

❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t e0 = 0 ❛♥❞ t❤❡ r♥r ❞r❛✇s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t θ0 =

(0, 0)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♠❦✱ ✇❡ t❤❡♥ ✇❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥❞✐❝❡s t1,b, . . . , tm,b ✇✐t❤

r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ {1, . . . ,m} ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s❛♠♣❧❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❍❡ss✐❛♥ G
(b)
m , H

(b)
m ✱

t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞r❛✇s θb = θb−1 − γ[H
(b)
m (θb−1)]

−1G
(b)
m (θb−1)✳

❈✲✶



❙✐③❡ ♦❢ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ■♥t❡r✈❛❧s ✐♥ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❊①❛♠♣❧❡s ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ ♣r❡s❡♥ts

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦✈❡r 1000 r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥

✺✳ ❋r❡q✉❡♥t✐st ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❛s❡✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ θ̂n ± 1.96s❡(θ̂n)✳ ❇♦♦tstr❛♣

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜♦♦tstr❛♣ ✭❜♦♦t✮✱ ❞♠❦ ❛♥❞ ❦s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②

t❛❦✐♥❣ t❤❡ 2.5 ❛♥❞ 97.5% ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇s θ(b) ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❛♥❡❧ ❛s

❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦r r♥r✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ 2.5 ❛♥❞

97.5% ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦❢ θr❡ +
√

m
nφ(γ)

(θb − θr❡) ✇❤❡r❡ φ(γ) = γ2

1−(1−γ)2 ✳

❋♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜♦♦tstr❛♣ ✭❜♦♦t✮✱ ❞♠❦ ❛♥❞ ❦s ❞r❛✇s ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞

s♦ t❤❛t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ 2.5 ❛♥❞ 97.5% ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦❢ θ̂n,s♠❞+

(θ(b)− θB)✱ ✇❤❡r❡ θB ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞r❛✇✳ ❲✐t❤♦✉t t❤✐s r❡❝❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

✐♥t❡r✈❛❧s ❞✐s♣❧❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐③❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❝❡♥t❡r✐♥❣✳

❋♦r r♥r✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ 2.5 ❛♥❞ 97.5% ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦❢ θr❡,S+
√

m
nφ(γ)

θ2b,S ✇❤❡r❡ θr❡,S = 1
B

∑B

b=1 θ
1
b,S

❛❢t❡r ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ❞r❛✇s✳

❈✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊①❛♠♣❧❡s

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✶✿ ▲❛❜♦r ❋♦r❝❡ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞

st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❢♦r ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ▼r♦③ ✭✶✾✽✼✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ❈✶✿ ▲❛❜♦r ❋♦r❝❡ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✿ ❊st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ❊rr♦rs
❊st✐♠❛t❡s

♠❧❡ r♥rn r♥r200 r♥r100 rq♥n rq♥200 rq♥100

♥✇✐❢❡✐♥❝ ✲✵✳✵✶✷ ✲ ✲ ✲ ✲✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✶✸ ✲✵✳✵✶✹ ✲✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✶✶ ✲✵✳✵✶✷
❡❞✉❝ ✵✳✶✸✶ ✲ ✲ ✲ ✵✳✶✸✷ ✵✳✶✸✽ ✵✳✶✹✸ ✵✳✶✸✶ ✵✳✶✷✾ ✵✳✶✷✾
❡①♣❡r ✵✳✶✷✸ ✲ ✲ ✲ ✵✳✶✷✸ ✵✳✶✷✹ ✵✳✶✷✸ ✵✳✶✷✸ ✵✳✶✷✹ ✵✳✶✷✺
❡①♣❡r✷ ✲✵✳✵✵✷ ✲ ✲ ✲ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷
❛❣❡ ✲✵✳✵✺✸ ✲ ✲ ✲ ✲✵✳✵✺✸ ✲✵✳✵✺✸ ✲✵✳✵✺✺ ✲✵✳✵✺✷ ✲✵✳✵✺✷ ✲✵✳✵✺✷
❦✐❞s❧t✻ ✲✵✳✽✻✽ ✲ ✲ ✲ ✲✵✳✽✼✹ ✲✵✳✽✾✷ ✲✵✳✾✵✷ ✲✵✳✽✻✹ ✲✵✳✽✺✺ ✲✵✳✽✹✹
❦✐❞s❣❡✻ ✵✳✵✸✻ ✲ ✲ ✲ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✹✶ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✸✷
❝♦♥st✳ ✵✳✷✼✵ ✲ ✲ ✲ ✵✳✷✼✶ ✵✳✷✶✻ ✵✳✷✸✹ ✵✳✷✹✽ ✵✳✷✺✻ ✵✳✷✹✾

❙t❛♥❞❛r❞ ❊rr♦rs
❛s❡ ❜♦♦t ❞♠❦ ❦s r♥rn r♥r200 r♥r100 rq♥n rq♥200 rq♥100

♥✇✐❢❡✐♥❝ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✺
❡❞✉❝ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✼ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✷✼ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✺
❡①♣❡r ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✷✵ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✷✵ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✶✼
❡①♣❡r✷ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✶
❛❣❡ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✽
❦✐❞s❧t✻ ✵✳✶✶✾ ✵✳✶✷✵ ✵✳✶✶✽ ✵✳✶✶✽ ✵✳✶✷✵ ✵✳✶✶✾ ✵✳✶✷✾ ✵✳✶✶✼ ✵✳✶✶✸ ✵✳✶✶✼
❦✐❞s❣❡✻ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✹✻ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✹✽ ✵✳✵✹✼ ✵✳✵✹✹ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✹✺
❝♦♥st✳ ✵✳✺✵✾ ✵✳✺✶✷ ✵✳✺✵✼ ✵✳✺✵✺ ✵✳✹✾✹ ✵✳✺✸✺ ✵✳✺✹✹ ✵✳✺✹✹ ✵✳✹✾✹ ✵✳✺✵✻

❈✲✷



❲❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ r❣❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ r❡❛❧✲❞❛t❛

s❡tt✐♥❣✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t r❣❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ❜✉r♥✲✐♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1000 ❞r❛✇s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞

t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r♥r

❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐❝❦❧② ✭≤ 20 ❞r❛✇s✮ ❛♥❞ ❤❛s ❣♦♦❞ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡

✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ λ♠✐♥(Hn)
λ♠❛①(Hn)

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t θ = θ̂n ✐s 10−7 ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛

✈❡r② s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❣❞ s❣❞ ❛♥❞ r❣❞✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✷✿ ❊❛r♥✐♥❣s ❉②♥❛♠✐❝s ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ s♦♠❡ ❛❞✲

❥✉st♠❡♥ts t♦ t❤❡ r♥r ✉♣❞❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ▼♦✣tt ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✶✽✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r r♥r ❛♥❞ rq♥✱ ❞r❛✇s s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ Qn ✐♥❝r❡❛s❡s 6✲❢♦❧❞s ♦r ♠♦r❡ ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ♦♥❧② ❦❡❡♣ θb ✐❢

Qn(θb) ≤ 6Qn(θb−1)✳ ❚❤✐s ♥❡✈❡r ♦❝❝✉rs ❢♦r r♥r ❛♥❞ r♥rw✳ ■t ♦❝❝✉rr❡❞ t✇✐❝❡ ❢♦r rq♥ ❛♥❞

❢♦✉r t✐♠❡s ❢♦r rq♥w ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❜✉r♥ = 50✳ ❲❤❡♥ ❛ ❞r❛✇ ✐s ❞✐s✲

❝❛r❞❡❞✱ t❤❡ ❜❢❣s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s r❡s❡t t♦ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t rq♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳

❋♦r r♥rw✱ ✇❡ r❡✇❡✐❣❤t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ E(1) ❞r❛✇s✳ ❋♦r ❦s✱ t❤❡ s❝♦r❡ ✐s

r❡✇❡✐❣❤t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ✇❡r❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ 4 ❝❧✉st❡r ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡✐❣❤t✲❝♦r❡ ✷✳✻ ●❍③ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲✷✻✺✵✈✷ ♣r♦❝❡ss♦r✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✸✿ ❉❡♠❛♥❞ ❢♦r ❈❡r❡❛❧ ❚♦ s✐❞❡✲st❡♣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ♦♠✐t

t❤❡ ✐♥❝♦♠❡2∗♣r✐❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❤✐❧❞∗♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❛❣❡✲r❡❧❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜r♦❛❞❧② s✐♠✐❧❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞∗♣r✐❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

❚❤❡ r ♣❛❝❦❛❣❡ ❇▲P❡st✐♠❛t♦❘ ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r ❛ ❜♦♦tstr❛♣ ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❵♣❛r❛♠❡tr✐❝✬

❜♦♦tstr❛♣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ P②t❤♦♥ ♣②❇▲P ♣❛❝❦❛❣❡ ♦❢ ❈♦♥❧♦♥ ❛♥❞ ●♦rt♠❛❦❡r ✭✷✵✶✾✮

❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❞r❛✇s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t θ̂n ✇✐t❤ ❛ s❛♥❞✲

✇✐❝❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❇▲P❡st✐♠❛t♦❘✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t

❛ ❞❛t❛s❡t✱ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜♦♦tstr❛♣

✉s✐♥❣ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡

❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ r❡✲❡st✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡ θ̂n✳ ❋♦r ❞♠❦✱ r♥r

❛♥❞ rq♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡♥ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧

❣r❛❞✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❞♠❦ ❛♥❞ r♥r ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❚❛❜❧❡ ❇✷ r❡♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ r♥r ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡s γ = 0.1, 0.3, 0.6✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✉s✐♥❣ γ ∈ [0.1, 0.3] ✇❤✐❧❡ γ = 0.6 ✐s

❧❡ss st❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❛r❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠❡∗♣r✐❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ 4 ❝❧✉st❡r ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❢♦✉rt❡❡♥✲❝♦r❡ ✷✳✹

❈✲✸



❚❛❜❧❡ ❈✷✿ ❉❡♠❛♥❞ ❢♦r ❈❡r❡❛❧✿ ❊st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ❊rr♦rs ❢♦r γ = 0.1, 0.3, 0.6

❊st✐♠❛t❡s ❙t❛♥❞❛r❞ ❊rr♦rs
θ̂n r♥r0.1 r♥r0.3 r♥r0.6 ❜♦♦t r♥r0.1 r♥r0.3 r♥r0.6

st
❞❡
✈

❝♦♥st✳ ✵✳✷✽✹ ✵✳✷✻✹ ✵✳✷✻✻ ✵✳✷✻✵ ✵✳✶✷✾ ✵✳✶✷✻ ✵✳✶✷✼ ✵✳✶✼✻
♣r✐❝❡ ✷✳✵✸✷ ✷✳✶✾✶ ✷✳✶✽✸ ✷✳✶✻✷ ✶✳✶✾✽ ✵✳✾✸✵ ✶✳✵✶✸ ✶✳✻✽✾
s✉❣❛r ✲✵✳✵✵✽ ✲✵✳✵✵✻ ✲✵✳✵✵✻ ✲✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✼
♠✉s❤② ✲✵✳✵✼✼ ✲✵✳✵✺✼ ✲✵✳✵✺✻ ✲✵✳✵✺✼ ✵✳✶✼✼ ✵✳✶✺✶ ✵✳✶✻✸ ✵✳✷✸✸

✐♥
❝♦
♠
❡ ❝♦♥st✳ ✸✳✺✽✶ ✸✳✹✼✺ ✸✳✹✻✸ ✸✳✹✺✾ ✵✳✻✻✻ ✵✳✼✷✶ ✵✳✼✹✼ ✶✳✹✺✶

♣r✐❝❡ ✵✳✹✻✼ ✶✳✷✸✺ ✶✳✸✻✵ ✶✳✷✺✺ ✸✳✽✷✾ ✸✳✼✹✹ ✹✳✶✽✼ ✶✻✳✹✺✽
s✉❣❛r ✲✵✳✶✼✷ ✲✵✳✶✼✵ ✲✵✳✶✼✵ ✲✵✳✶✻✻ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✷✽ ✵✳✶✸✺
♠✉s❤② ✵✳✻✾✵ ✵✳✻✹✸ ✵✳✻✸✹ ✵✳✺✸✺ ✵✳✸✹✺ ✵✳✸✺✸ ✵✳✸✺✺ ✶✳✺✽✷

●❍③ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲✷✻✽✵✈✹ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ❈❍ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛t❝❤

❥♦❜ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡ t♦ ❛♥ ❡✐❣❤t✲❝♦r❡ ✷✳✻ ●❍③ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✲✷✻✼✵ ♣r♦❝❡ss♦r✳

❈✲✹



❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ❙▼❉ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ❉✶✿ ❉②♥❛♠✐❝ P❛♥❡❧✿ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ρ ❛♥❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ❊rr♦rs
❊st✐♠❛t❡s ❙t❛♥❞❛r❞ ❊rr♦rs

S m ✐♥❞ r♥r0.3 r♥r0.1 r♥r0.01 ❛s❡ ❜♦♦t ❞♠❦ r♥r0.3 r♥r0.1 r♥r0.01

200 ✵✳✻✶✾ ✵✳✺✽✾ ✵✳✺✾✷ ✵✳✺✾✵ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✹✾ ✵✳✵✺✵ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✷✺
✶ 100 ✲ ✵✳✺✽✾ ✵✳✺✽✽ ✵✳✺✽✻ ✲ ✵✳✵✹✽ ✲ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✾ ✵✳✵✸✼

50 ✲ ✵✳✺✽✵ ✵✳✺✽✽ ✵✳✺✽✶ ✲ ✵✳✵✺✵ ✲ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✷✹
200 ✵✳✻✵✹ ✵✳✺✽✼ ✵✳✺✽✾ ✵✳✺✽✽ ✵✳✵✹✶ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✹✶ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✷✹

✷ 100 ✲ ✵✳✺✽✽ ✵✳✺✽✼ ✵✳✺✽✾ ✲ ✵✳✵✹✶ ✲ ✵✳✵✸✸ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✼
50 ✲ ✵✳✺✽✽ ✵✳✺✾✷ ✵✳✺✽✶ ✲ ✵✳✵✹✶ ✲ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸✽
200 ✵✳✺✼✽ ✵✳✺✽✾ ✵✳✺✾✵ ✵✳✺✾✵ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✸ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✸✹

✺ 100 ✲ ✵✳✺✾✶ ✵✳✺✽✾ ✵✳✺✽✽ ✲ ✵✳✵✸✽ ✲ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸✼
50 ✲ ✵✳✺✽✸ ✵✳✺✽✶ ✵✳✺✽✶ ✲ ✵✳✵✸✽ ✲ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✷✾
200 ✵✳✺✽✹ ✵✳✺✾✶ ✵✳✺✽✾ ✵✳✺✽✾ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✸✷

✶✵ 100 ✲ ✵✳✺✽✾ ✵✳✺✾✶ ✵✳✺✽✼ ✲ ✵✳✵✸✹ ✲ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✵
50 ✲ ✵✳✺✽✻ ✵✳✺✽✾ ✵✳✺✽✼ ✲ ✵✳✵✸✺ ✲ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸✶ ✵✳✵✸✷

❘❡♠❛r❦✿ ❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ n = 200, T = 5✳

❙▼❉ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❛♠♣❧❡ ▼❡❛♥

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ yi ∼ N (θ0, 1)✳ ❚❤❡ ♠❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢

θ0 ✐s θ̂♠❞ = yn ≡ ψ̂n✳ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ θ✱ ❧❡t ysi (θ) = θ + esi ✇❤❡r❡ e
s
i ∼ N (0, 1)✳ ❚❤❡ s♠❞

❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ θ t❤❛t ❡q✉❛t❡s ψ(θ, yS) = yn,S(θ) t♦ ψ̂n✱ ❛♥❞ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ θ̂s♠❞ = θ̂♠❞−en,S✳

❚❤❡ r♥r r❡s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❣✐✈❡

θ1b+1,S − θ̂n,♠❞ = (1− γ)(θ1b,S − θ̂n,♠❞) + γ(θ̂(b)m,♠❞ − θ̂n,♠❞ − e
(b)
m,S).

◆♦t❡ t❤❛t r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧♦♥❡ ❣✐✈❡s θb+1 − θ̂n,♠❞ = (1 − γ)(θb − θ̂n,♠❞) + γ(θ̂
(b)
m,♠❞ − θ̂n,♠❞)✳

❚❛❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E⋆(θ1b+1,S) = θ̂n,♠❞ + (1− γ)b+1(θ0 − θ̂n,♠❞) s♦ t❤❛t

E
⋆(θr❡,S) = θ̂n,♠❞+O( 1

B
)✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❖▲❙ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✈❛r⋆(θr❡,S) = O( 1

mB
+ 1

mSB
)

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❞✉❡ t♦ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ✭θ̂(b)m − θ̂n,♠❞✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❞✉❡ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♥♦✐s❡ ✭e(b)m,S✮✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ θr❡ = θ̂n,♠❞ + Op⋆(
1
B
+ 1√

mB
+ 1√

mSB
)✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t

❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ❜♦t❤ t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡✱ θr❡,S ✐s ✜rst✲♦r❞❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

θ̂n,♠❞ ✐❢
√
n

♠✐♥(m,B)
→ 0 ❢♦r ❛♥② S ≥ 1✳

P❛rt ✐✐✳ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s❡❝♦♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ θ2b,S ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

r♥r ❞r❛✇s ❛r❡ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✿ ✈❛r⋆(θ̂(b)m ) ❛♥❞ ✈❛r⋆(e(b)m,S)✳ ❇✉t m
φ(γ)

✈❛r⋆(θb) =

m✈❛r⋆(θ̂(b)m ) +m✈❛r⋆(e(b)m,S) > m✈❛r⋆(θ̂(b)m )✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✈❛r∗(θ̂(b)m ) ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡

❉✲✶



❛❝t✉❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ θr❡,S✳ ❘✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛✐♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

r❡s❛♠♣❧❡❞ st❛t✐st✐❝ {y(b)m }b=1,...,B ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❆❘✭✶✮ ❞r❛✇s {θ2b,S}✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡s❡

❞r❛✇s ❛s✿

θ2b+1,S = (1− γ)θ2b,S + γ(θ̂(b)m,♠❞ − θ̂n,♠❞).

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss t❤❛t t❛r❣❡ts t❤❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ♠❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❖▲❙ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✈❛r⋆(θ2b,S) =
γ2+o(1)
1−[1−γ]2✈❛r

⋆(θ̂
(b)
m,♠❞) ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ Vr❡,S = m

φ(γ)
✈❛r⋆(θ2b ) =

m✈❛r⋆(θ̂(b)m,♠❞) ②✐❡❧❞s ✈❛❧✐❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❢♦r θr❡,S✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ s♠❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❞r❛✇s θ̂(b)m,s♠❞ = θ̂
(b)
m,♠❞− ebm,S ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ θ̂n,♠❞

✐♥st❡❛❞ ♦❢ θ̂n,s♠❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ebm,S ❛✈❡r❛❣❡s ♦✉t✳ ❙✐♥❝❡ E
⋆(θ̂

(b)
m,s♠❞) = θ̂n,♠❞✱

t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠✉st ❜❡ r❡✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ θ̂n,s♠❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❝t s✐③❡✳ ■♥

❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ r♥r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s

❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❞r❛✇s ✇❡r❡ r❡✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ θ̂n,s♠❞✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✿ ❙❛♠♣❧❡ ▼❡❛♥ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤❡ r♥r ❞r❛✇s ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

❛s ❛♥ s♠❞ ❡st✐♠❛t♦rs ✇✐t❤ S = ∞ ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ S = 1✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡

yi ∼ N (θ, 1) ✇✐t❤ θ = 1✱ n = 1000✳ ❚❛❜❧❡ ❈✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r♥r

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s

♦❢ t❤❡ ❞r❛✇s θ2b,S✳ ❲✐t❤ m = 200 < n = 1000✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ r♥r ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡

♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡✮ ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ S = 20

s✐♠✉❧❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ♦❢ n = 1000 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ m ♦✉t ♦❢ n ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❙✐③❡ ❢♦r r♥r ✐s ❛❣❛✐♥

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❚❛❜❧❡ ❉✷✿ ▼❡❛♥ ❊st✐♠❛t♦♥✿ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③❡
♠♠ r♥r ✐♥❞1 ✐♥❞5 ✐♥❞10 ✐♥❞20

st❞ ✵✳✵✸✶ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✹✼ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✸✸ ✵✳✵✸✷
s✐③❡ ✵✳✵✺✾ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✺✾ ✵✳✵✺✾ ✵✳✵✹✹ ✵✳✵✺✵

▲❡❣❡♥❞✿ n = 1000❀ r♥r γ = 0.3,m = 200, B = 1000❀
✐♥❞S✿ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ S = 1, 5, 10, 20✳ 1000 r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❉✲✷


